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Resumo: As equacgfes de Maxwell sdo um conjunto de equacdes diferenciais parciais
gue fundamentam a teoria do eletromagnetismo. Esse conjunto de quatro equacdes
contribuiu significativamente para toda a revolugdo tecnolégica, no ramo da
engenharia, principalmente na engenharia elétrica, sendo baseadas nas Teorias de
Gauss, Faraday e Ampére. Esse artigo tem como intuito a analise das quatro
equacdes de Maxwell e suas aplicacbes no ramo da engenharia elétrica, ressaltando
a importancia das descobertas dessas equacdes e verificando resultados préticos de
aplicacdes no cotidiano e no projeto de novos aparelhos e dispositivos que

continuamente estdo em desenvolvimento para suprir as necessidades do mercado.

Palavras—chave: Aplicagbes na Engenharia, Equacdes de Maxwell, Equacdes
Diferenciais Parciais.

Abstract: Maxwell's equations are a set of partial differential equations that underlie
the theory of electromagnetism. This set of four equations contributed significantly to
the entire technological revolution in engineering, especially in electrical engineering,
being based on theories of Gauss, Faraday and Ampere. The article intends to analyze
the four equations of Maxwell and its applications in the engineering electrical field,
emphasizing the importance of the discoveries of these four equations and verifying
practical results of applications, in daily life, in design of new devices and devices that

are continuously developing to meet market needs.

Keywords: Applications in Engineering, Maxwell's equations, Partial Differential
Equations.
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INTRODUGCAO
e Equacdes de Maxwell

As equacdes de James Clerk Maxwell (1831-1879) formam um conjunto de
guatro equacdes que descrevem o eletromagnetismo e sdo baseadas nas ideias de
Michael Faraday (1791-1867), Ampére (1775-1836) e Gauss (1777-1855). Essas

equacdes relacionam a conexdo do campo elétrico E com 0 campo magnético B.

De acordo com HAYT (2013, p. 278)

A primeira equacdo postulada por Faraday descreve que uma corrente
elétrica ir4 produzir um campo magnético, entdo o campo magnético podera
produzir uma corrente elétrica, sendo produzida pelo “magnetismo”. Essa lei
pode ser demonstrada quando o campo magnético em movimento ou uma
bobina introduz uma deflexdo em um galvanémetro, relacionando os efeitos
elétricos e magnéticos em uma Unica equacdo. Dizemos agora que um

campo magnético variante no tempo produz uma forca eletromotriz (fem).

A segunda equacdo de Maxwell € descrita por Ampére a qual determina a

relacdo do fluxo elétrico total e a circulacdo de um campo magnético induzido B, de

forma que as correntes concatenadas ao longo de um comprimento fechado induzem

um campo magnético B em torno desse caminho, sendo proporcional & corrente total
gue passa por dentro desse contorno. A lei de Ampére permite o calculo do campo

magnético a partir de uma distribuicdo de corrente elétrica I ou densidade de corrente

elétrica J, sendo introduzido o conceito de corrente de deslocamento, criada pela
variacdo do campo elétrico no tempo, corrente esta verificada em capacitores em altas

frequéncias. A terceira e quarta equacado de Maxwell sdo descritas por Gauss. A

terceira equacéo enuncia que o vetor deslocamento D de carga sobre uma superficie
fechada é equivalente a carga interna a essa superficie, sendo a carga no interior
dessa superficie proveniente de uma densidade volumétrica de carga total. A quarta
equacao descreve que o fluxo magnético(¢), sobre uma superficie fechada é nulo,
observando que as linhas que entram na superficie fechada séo iguais as que saem.

Essa equacao demonstra a ndo existéncia de monopolio magnético, nao tendo cargas
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individuais. As quatro equacdes de Maxwell na forma diferencial e integral estéo

representadas na Tabela 1.

Tabela 1 — Equacdes de Maxwell na forma Diferencial e Integral

Equacbes de Maxwell

Forma Diferencial Forma Integral
L - dB
1) VXE=-5% fE.dlz—ff—ds
at
H=7+% _ , D
2) VXH=]+— jgﬂ_dl:ﬂ<]+a>ds

3) V.D = p, #fﬁ.dszﬂ p, dV

9  VvEB=0 ([[#as-o

As equac0des de Maxwell apresentadas contribuiram significativamente para toda
a revolucéo tecnoldgica, como na area da mecanica quantica e a relatividade restrita,
podendo ainda ser expressas em aspectos microscopicos e macroscopicos. O artigo
tomou como base a andlise das aplicacdes das equacdes em problemas de
engenharia elétrica, na criacdo de novos dispositivos, que auxiliem a evolugéo

tecnolégica, descritas por modelos que utilizam como base as equacdes de Maxwell.

2. APLICACOES DAS EQUACOES DE MAXWELL
2.1 Equacao ndao-homogénea e antenas

Antenas sao geralmente as terminagbes em uma linha de transmissao,
recebendo o sinal eletromagnético da fonte, transmitindo esse sinal no espaco com
uma diretividade e eficiéncia que depende da sua configuracdo geométrica e da
frequéncia (UFPE, 2017).

Para determinar o projeto de emissao e recepcao de radiacéo eletromagnética

€ necessario o conhecimento das equacdes ndo-homogéneas. Para distribui¢cdes de
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correntes ndo uniforme em uma antena, essas equacdes tornam-se extremamente

Uteis. Na Figura 1, sdo apresentados alguns tipos de configuragdo das antenas.

Figura 1- Configuragoes para diferentes tipos de antenas

Dipolo

i
i(t) .

Loop

-
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Monopolo

(@)

L Tr—

Fonte: (UFPE, 2017)

Corneta Piramidal

As equacgBes homogéneas ndo possuem cargas no lado direito da igualdade,

ou seja, as equacoes (1) e (4) na forma diferencial.

V><E+a§—0 5

V.E=0 (6)

As equagOes nao-homogéneas possuem termos fontes no lado direito da

igualdade, ou seja, as equacoes (2) e (3).

V.D = py (7)

VxH-32=7(8)
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Da equacao, (4) tem-se a definicdo do potencial vetor magnético A pela relacao.
B=V x4 (9)

Inserindo essa relagdo na equacgao (4).
Vx|E+ 04\ _ 0 (10

Essa relagéo introduz o potencial escalar definido como.

E’+aZ v E o4 Vo (11
_— —_ —_— —_— —_—
T ¢ T ¢ (11)

A partir das definicbes de Ae ¢, 0s campos podem ser determinados.

—

B=V x4 (12) E=-Vp ——— (13)

As equacdes de Maxwell podem ser determinadas no vacuo, um meio onde
nao ha relacao linear entre os campos, admitindo a aproximacdo em que 0 meio de

imerséo e distribuicdo de cargas e corrente sao lineares. A grandeza de campo é

definida pela equacgao (14) e (15) (UFPE, 2017).

D=¢€E (14)
B =uH (15)

Nas quais os parametros da equacdo sao definidos por, € permissividade do
meio, u permeabilidade magnética e H intensidade magnética. Utilizando a equacao

(14) na equacéao (7), com o emprego da equacéo (11), temos a equacéao (16).

a(V.4
v2¢+%= —6% (16)
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Utilizando a equacéao (12) e (15) na segunda equacao de Maxwell para J, com

auxilio de (14), obtemos a equacao (17).

1324 1 (6(1))_ 5
at) ~H

VX(VX A)+§W C_Z o] (17)

Na qual ¢ é a velocidade da luz definida por:

c= (18)

1
v/ Ro€o

Utilizando a identidade de calculo vetorial rotacional do rotacional.
Vx (VxA4)-V(V.4) - V24 (19)
E a partir da equagéo da velocidade da luz obtemos, a equacgéao (20).

,~ 10%4 100 -
v A—?E—V[(V.A) +Z5.| = ~# (20)

A partir disso, obtemos as equacdes do regime ndo-homogéneo, sendo

descritas por equagoes diferenciais, demonstradas na equagéao (16) e (20).

2.2 A Condutividade Elétrica (o)

Os materiais condutores sao caracterizados por sua condutividade elétrica o e

0S materiais isolantes sdo caracterizados por sua permissividade elétrica € e por sua

rigidez elétrica (OBERZINER, 2008). O conhecimento sobre a condutividade de um
material € de extrema importancia, pois esta relacionado com o transporte de energia,

por meio de corrente elétrica. Lembramos que a resisténcia elétrica € intrinseca com
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a condutividade elétrica, sendo o inverso da resistividade, como pode ser verificado

pela equacéo (21).
> (1)
o=-—
P

A equacado (21) pode ser relacionada com a resisténcia elétrica R, sendo

dependente do comprimento do fio L e sua &rea de seccao transversal A.

(22)

~

I
Qlm
)

Na Figura 2, sdo apresentadas as constantes de condutividade elétrica de nove
metais, 0s quais sao utilizados em aplicacdes no ramo da engenharia elétrica e outros

segmentos, para construcao de novos materiais, estruturas, entre outros.

Figura 2 — Condutividade Elétrica a temperatura ambiente para nove metais (252C)

Condutividade elétrica

Metal (n _ m)—l
Prata 6,8x107
Cobre 6x107
Ouro 4,3x107
Aluminio 3,8x107
Ferro 1x107
Latdo (70 Cu - 30 Zn) 1,6x107
Platina 0,94x107
Ago comum ao carbono 0,6x107
Ago inoxidavel 0,2x107

Fonte: (USP, 2012)

A densidade de corrente J, pode ser determinada pela lei de Ohm, na forma
local, representada pela condutividade ¢ e 0 campo elétrico E, caracterizada pela

equacao (23).

J = oE (23)
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A densidade de corrente J esta relacionada, com a segunda equacédo de
Maxwell e a area da seccéo transversal A; caso uma corrente elétrica i atravesse um
condutor de uma area maior para uma area de seccdo menor, a quantidade de
corrente e carga deve ser constante, de forma que a area de secc¢do transversal do
fio seja inversamente proporcional & densidade de corrente elétrica, representada pela

equacao (24).
=L (24
j=4 @9
2.3 A Lei de Faraday

A lei de Michael Faraday (1791-1867), esta relacionada com a primeira
equacao de Maxwell, que descreve as caracteristicas do campo elétrico gerado por
um fluxo magnético variavel no tempo, onde uma variacdo do campo magnético no
tempo induz um campo elétrico. Esse fenbmeno é responsavel pela inducao
eletromagnética principalmente pelos gerados elétricos. A lei de Faraday afirma que
a forca eletromotriz € dada pela variacdo do fluxo magnético no tempo, representado
pela equacéo (25).

fem = —C:l—(f (25)

O sinal negativo como mencionado anteriormente deriva da lei de Lenz, que
indica que o sentido da forca eletromotriz induzida € em oposi¢éo a variacdo do fluxo
magnético. O processo de geracdo de energia deriva da lei de Faraday, onde a
energia mecanica gera a variagdo do fluxo magnético, surgindo no gerador uma
corrente induzida.

As Figuras 3 e 4 demonstram o processo de producao de energia por uma usina
hidroelétrica, no qual é originada a energia mecéanica da turbina com o movimento da
rotagdo da armadura, podendo ser obtida pelo desnivel da queda d’agua através da
energia potencial (CEPA USP,1999).
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Figura 3 — Gerador de corrente alternada (alternador)

coletor ‘

Fonte: (CEPA USP, 1999)

Figura 4 - Exemplo de geragao de energia por uma usina hidroelétrica

18 Alternador

Nivel da agua

Fonte: (CEPA USP, 1999)

A espiral representa pela Figura 3 gira com uma velocidade angular constante

w em um campo magnético uniforme, gerando uma corrente alternada induzida, sendo

o coletor a parte do conjunto formado por anéis e escovas, representado pelo gerador

de corrente alternada Figura 3.
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2.4 Propriedades dos Condutores e Condi¢gdes de Fronteira

O problema consiste em um determinado condutor que possui uma quantidade
de elétrons dentro do seu interior. Os campos elétricos criados por esses elétrons nao
sdo contrapostos por nenhuma carga positiva, de forma que os elétrons come¢cam a
acelerar, afastando-se uns dos outros. Esse processo é continuo até que os elétrons
atinjam a superficie do condutor. Nesse momento os elétrons se afastam uns dos
outros ndo permitindo mais a sua progressao, pois, o0 material envolvido no condutor
é isolante. Por isso, a densidade de carga no interior do condutor é igual a zero,
possuindo apenas uma densidade superficial de carga em sua superficie exterior,
caracterizando um bom condutor. Os condutores possuem o campo elétrico dentro do
seu interior nulo. Devido a falta do campo elétrico, ndo ha cargas no seu interior,
levando a uma quantidade de cargas superficial denominada de densidade superficial
de carga. Deseja-se relacionar os campos elétricos externos, sendo estes
decompostos em duas componentes: uma tangencial e outro normal a superficie do
condutor. Percebe-se que a componente tangencial € nula, pois, com condi¢des
estéticas sendo consideradas, a intensidade de campo elétrico e a densidade de fluxo
elétrico tangenciais serdo iguais a zero. A lei de Gauss responde as perguntas
relativas a componente normal ao fluxo, ndo podendo penetrar no condutor, pois o
campo em seu interior é nulo e assim deve deixar ortogonalmente a superficie do
condutor. Pode-se dizer que a densidade de fluxo elétrico em coulombs por metro
guadrado que deixa a superficie normalmente é igual & densidade superficial de carga
em coulombs por metro quadrado, ou D,, = p;.

Pode-se estabelecer uma fronteira entre um condutor e o espaco livre,

demonstrando os componentes tangenciais e normais de D e E no lado do espaco
livre da fronteira. Sendo ambos os campos nulos, a componente tangencial pode ser

determinada pela Equacéo (26).

fﬁ.dl =0 (26)
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Em um caminho fechado abcda, a integral pode ser quebrada em quatro partes.
O campo elétrico E = 0 dentro do condutor, expressando o comprimento do condutor

do percurso de a até b ou de c até d por Aw e de b para c ou de d para a por Ah, é
obtido.

1 1
E.Aw — EN,embEAh +Enema EAh =0(27)

Onde E, é a componente normal de E e E, a componente tangencial. Conforme
Ah se aproxima de zero, mantendo Aw pequeno, ndo faz diferenca se os campos
normais s&o ou nao iguais em a e b, pois, Ah faz com que esses produtos se tornem
despreziveis e pequenos, logo o produto de E;Aw = 0 e assim, E; = 0.

Considerando D,, ao invés de E, e escolhendo um pequeno cilindro como
superficie gaussiana, com altura Ah e as areas das faces do topo e da base por AS,

tem-se, para Ah tendendo a zero, obtém-se a equacao.

#D.dSzQ(ZB)

Integrando sobre as trés superficies distintas, do topo, base e dos lados,
respectivamente, obtemos o resultado da soma das trés integrais igual a carga Q.
Verifica-se que D, = ps, obtendo as equagdes de condicdo de fronteira do condutor

no espaco-livre em eletrostatica, pela equacéo (29) e (30).

Dt = Et =0 (29)
Dy = €oEx = ps (30)

As equacotes (29) e (30) podem ser expressas por meio de campos vetoriais

representados pela equacao (31) e (32).

21



REVISTA ACADEMICA - ENSINO DE CIENCIAS E TECNOLOGIAS
|f IFSP — CAMPUS CUBATAO
VOLUME 5 - NUMERO 5 — AGOSTO/DEZEMBRO DE 2019

D-nj= ps(32)
Onde n é o vetor unitario da superficie que aponta para fora do condutor, que

pode ser visualizado pela Figura 4.

Figura 4 — Um caminho fechado e uma superficie gaussiana sdo utilizados para demonstrar as condi¢oes de fronteira
entre a interface de um condutor e o espaco livre.

Espaco livre L
D
D\v ~ I“‘I
Condutor
Fonte: (HAYT, 2013)
Em resumo:

e Aintensidade de um campo elétrico dentro de um condutor é nula.

e A intensidade de um campo elétrico estatico na superficie de um condutor
possui, em todos os pontos, direcdo normal a superficie.

e A superficie de um condutor é uma superficie equipotencial.

e A Lei de Gauss foi utilizada para demonstrar as propriedades dos condutores,
nas condi¢des de fronteiras, sendo utilizada como base para a terceira e quarta

equacao de Maxwell.

Com isso, finaliza-se algumas das aplicacbes das EquacBes de Maxwell na
engenharia elétrica, demonstrando ser uma ferramenta matematica fundamental para
entendimento de mecanismos fisicos, criacdo de novos materiais e a melhoria de
componentes, além da resolucdo problemas reais apresentados no mundo da

engenharia.
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CONCLUSAO

As equagbes de James Clark Maxwell (1831-1879) sao fundamentadas nas
bases teodricas de Faraday, Ampére e Gauss, as quais fundamentam o
eletromagnetismo moderno, assim como as leis de Newton e a gravitagdo universal
sdo bases para Mecanica. A partir do desenvolvimento mateméatico de Maxwell, foi
possivel a criacdo de novos aparelhos e descobertas cientificas nas areas da
engenharia, com o estudo mais aprofundado sobre os condutores, melhoras em
dispositivos como antenas no processo de producéo de energia com a lei de Faraday,
e no processo de transporte de energia elétrica com o estudo da condutancia. As
aplicacdes para essas equacdes estdo sendo desenvolvidas até os dias atuais. O
artigo demonstrou algumas dessas aplicagbes que séo utilizadas na engenharia

elétrica.
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